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ELLIPTlSCHE DIFFERENTlALOPERATOREN UND GANZ- 
ZAHLIGKELTSS&l-ZE FiiR CHARAKTERISTISCHE ZAHLEN 
IN [S] wurde von iLI. F. Atiyah und I. M. Singer ein expliziter Ausdruck fiir den Index eines 
elliptischen Differentialoperators auf einer kompakten orientierten Mannigfaltigkeit ange- 
geben. Danach treten gewisse rationale Zahlen, die mit Hilfe von charakteristischen Klassen 
definiert sind und a priori nicht ganz zu sein brauchen, als Index von elliptischen Operatoren 
auf und sind deshalb ganz. Wir benutzen dieses Ergebnis, urn einen Ganzzahligkeitssatz 
herzuleiten, der neben den Pontrjaginschen Klassen der Mannigfaltigkeit X, einem Element 
no If’(,Y, Z) und dem Chernschen Charakter eines Elementes aus K(S) die Pontrjaginschen 
Klassen eines reellen orientierten Vektorraumbiindels iiber X enth%lt. Dabei spielt wirklich 
das reelle Vektorraumbiindel eine Rolle und nicht seine stabile Aquivalenzklasse. Der 
ganzzahlige Ausdruck ist der Index eines elliptischen Differentialoperators, der ghnlich wie 
der Dirac-Operator in [8] und [15] konstruiert wird. In Spezialf;illen weisen wir nach, 
daR der Index eine gerade Zahl ist. Diese S5tze kijnnen auf die Untersuchung der geo- 
metrischen Dimension eines reellen Vektorraumbiindels angewandt werden und erweisen 
sich insbesondere als niitzlich zum Studium von Immersionen und Einbettungen in den 
euklidischen Raum und in den komplexen projektiven Raum. So erhalten wir die Ergeb- 
nisse von M. F. Atiyah und F. Hirzebruch in [4] und von B. J. Sanderson und R. L. E. 
Schwarzenberger in [20] sowie fiir den Spezialfali geradedimensionaler Mannigfaltigkeiten 
ein Ergebnis von M. E. Mahowald und F. P. Peterson in [16]. 
In $1 werden die Definitionen und Sztze von Atiyah-Singer iiber elliptische Differential- 
operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten, die spBter gebraucht werden, in enger 
Anlehnung an [S] wiedergegeben. In $2 werden zunschst die Spindarstellungen angegeben 
und invariante Bilinearformen auf dem Darstellungsraum untersucht. Danach werden 
Spinorbtindel und elliptische Differentialoperatoren auf solchen Biindeln konstruiert. Der 
index dieser Operatoren wird in $3 berechnet. Urn nachzuweisen, dal3 der Index in gewissen 
FNen eine gerade Zahl ist, wird eine nicht entartete schiefsymmetrische Bilinearform auf 
dem Raum der harmonischen Spinoren konstruiert. 
; Die Arbeit enthlllt den Huuptteil meiner Dissertation (Bonn, Sommer 1964). Die Anwendungen auf 
Immersionen in komplexe projektive Riume stammen van F. Hirzebruch und wurden van diesem in Eerkeley 
im Herbst 1963 gefunden (supported by the National Science Foundation GP-812). 
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In s4 und $5 bverden Immersionen und Einbettungen in den euklidischen Raum und 
Immersionen in den komplexen projektiven Raum untersucht. Im zuleizt genannten Fall 
betrachten wir lmmersionen j‘: *I --t P,,,(C) mit der Eigenschnft, dill3 T”(g) ein vorgeschrie- 
benes Element in H’(,Y, Z) ist. Dabei ist g das kanonische erzeugende Element von 
H*(P,,(C), Z). Untersuchungen dieser Art wurden such von S. Feder (Immersions cd 
cmbeddit?gs in complex projectire spaces, erscheint demn9chst) durchgefiihrt. 
Herrn Professor F. Hirzebrach danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbsit sowie fiir 
viele niitzliche Hin\veise. 
$1. ELLIPTISCHE DIFFERENTIALOPER.ATOREK ALiF IiO~lP.AKTES bI.I\SS:GF,ILTiG~EII‘EN 
I .I. Faserbtindel sind in dieser Arbeit lokal trivial und haben eine Liesche Gruppe als 
Strukturgruppe. ES Ly<ird ie Definition in [13] benutzt, jedoch ohne zu fordern, da13 die 
Strukturgruppe effektiv auf der Faser operiert. Wir benutzen das gleiche Symbol fiir das 
Biindel und den Totalraum. DiiTerenzierbar heil3t im folgenden immer diiferenzierbar vom 
Typ C”. Seien E ein differcnzierbnres Prinzipalbtindel iiber 13 mit Strukturgruppe G und F 
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, auf der G diferenzierbar operiert. E x G F wird 
definiert ais der Quotientenraum von E x I: nach der Relation (e,/‘) _ (NJ, g-!f) fir g E G. 
Die ;iquivalenzklasse von (e. f‘) wird mit [c, f‘] bezeichnet. E x G Fist ein dilferenzierbares 
Faserbiindel iibcr a mit typischer Faser F. Es seien E und E’ Prinzipalbtindel mit Struktur- 
gruppe G bzw. G’ und i : G -+ CT’ ein Homomorphismus von Lieschen Gruppen. Eine 
stetige Abbildung /I : E -+ E’ mit /I(,vg) = h(x)i.(g) fir alle s E E und g E G heirjt ein i.-Homo- 
morphismus. Seien < und ff Vektorraumbiindel iiber der gleichen Basis B. Ein Homo- 
morphismus von < nach ‘1 ist eine stetige Abbildung von < in q, die fiir jedes s E BdieFaser 
5, iiber x in die Faser II, iiber dem gleichen Punkt .I’ iiberfiihrt und beschrHnkt aufjede Faser 
ein Vektorraum-Homomorphismus ist. 
1.2. Es sei X eine +dimensionale kompakte orientierte ditTerenzierbare Mannigfaltig- 
keit ohne Rand. Mit T(X) wird das kontravariante und mit T*(X) das kovarinnteTangential- 
biindel von X bezeichnet. In T*(X) sei eine Riemannsche Metrik gegeben. Die Element2 
von Y(X) der LBnge 5 I bilden ein Faserbiindel B(X), die der Llnge I ein Faser- 
biindel S(X). Es seien py B(.Y) --t A’ und n : S(,Y) -+ X die Biindelprojektionen. < und q 
seien komplexe difl‘erenzierbare Vektorraumbiindel iiber .U, auf denen eine hermitesche 
Metrik h, bzw. lfli gegeben ist. Die Menge der differenzierbaren Schnitte in < und q wird 
mit I-S’ bzw. Tq bezeichnet. Es sind C-Vektorrgume und F(X)-Moduln, wobei F(X) den 
Ring der reellwertigen differenzierbaren Funktionen auf X bezeichnet. 
Ein C-Homomorphismus D : l-< A !I’! hei& ein linearer Differentialoperator der 
Ordnung =<n von < nach q, wenn gilt: D lHl3t sich lokal beschreiben durch eine Matrix, 
deren Element2 Polynome vom Grade sci in den partiellen Ableitungen a/?eYj mit diffe- 
renzierbnren Funktionen als Koeffizienten sind. D hat die Ordnung d, wenn D ein Diffe- 
rentialoperator der Ordnung SC/, aber nicht der Ordnung zd-- I ist. Dem linearen 
Differentialoperator D der Ordntm g rl wird ein Symbol zugeordnet, das ist ein Homo- 
morphismus der durch 7~ induzierten Biindei TC<* und IFI]: 
a(D) : n*i’ --* ?r*r/. 
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a(D) erhglr man lokal, indem man s E S(X) mit s = c J, llxj dsn Homomorphismus von 
,=, 
(T*<)~ in (x+q), zuordnet, der sich ergibt, wenn man in der blatrix. die D lokal beschreibt, 
in den Ausdrticken vom Grade d die ?,‘??c, durch ‘sj erse[zt und die Ausdriicke niedrigeren 
Grades vernachi5ssigt. Zur Berechnung des Symbols ist det folgende Satz niirzlich, den 
man durch einfache Rechnung beweist. 
D heil3t ellip:isch, wenn o(D) ein Isomorphismus ist. II, induziert ein hermitesches Produkt 
in lY< durch 
! 
llr(cp, $) d.\- fiir alle cp, ti/ E r<. Ein linearer Differentialoperator D* : l-q -+ r< 
s 
hei& zu D formal adjungiert, wenn fiir alle q E rt und I$ E rq gilt 
1st f = q und D zu sich selbst formal adjungiert, so heiflt D selbstadjungiert. Zu jedem 
linearen Differentialoperator von c nnch q gibt es einen formal adjungierten von q nach <. 
Wenn LI ein elliptischer Differentialoperator ist, ist Kern(D) endlichdimensional und 
fiir den formal adjungierten Operator D” gilt: D’” ist elliptisch und dint Kern(D*) = 
dim Kokern(D). Fiir den elliptischen Differentialoperator D wird der Index y(D) definiert 
d u rch 
y(D) = dim Kern(D) - riitt: Kokern( D). 
1.3. Da fi_ir den elliptischen Differentialoperator D das Symbol ein Isomorphismus 
von x*< auf rc*q ist. de!iniert es zusammcn mit den Biindeln ~‘$5 und pays nach [O] $3 das 
Differenzbiindel l/(p*<, p*ty, G(D)) E K’(G(A’), S(X)). Es bezeichne cl; die durch den 
Chernschen Chnrakter definierte naiiirliche Transformation der in [j] definierten Koho- 
mologietheorie K” in die gew6hnliche Kohomologictheorie mit rationalen Koeffizienten. 
(i) : N”(X, Q) -Hk’“(B(X), S(X): Q) sei der Thomsche Isomorphismus. Zu D wird c/t(D) 
definiert durch 
c/l(D) = (II- ‘(&(~l(p’“<, p’rq, a(D)))). 
Fi.ir ein komplexes Vektorraumbiindel < mit Chernschen Klassen c;(c) ist die totale Toddsche 
Klasse defniert durch 3(i) = f T,(c,([), . . , ~~(0). Hier ist {I”,) die multiplikative Folge 
j-0 
von Polyncmen, die zu der charakteristischen Potenzreihe x/(1 - eex) gehBrt (vgl. [13] 
41.7). Fiir Y E H*(X, Q) bezeichnet r[X] den Wert der tl-dimensionalen Komponente von a 
auf der Fundamentalklasse van X. Der folgende grundlegende Satz von ILI. F. Atiyah und 
I. M. Singer ([8] Theorem I) verkniipft Invarianten von D mit solchen van X. 
SATZ. Fiir einett lit;earot elliptixhen Dt~eretttialoperator. D a~!f der kotnpakretz orietr- 
tiertell rlt~erenzierbarett A~m~igfal~igX-eit X ohttc Rattcl u,ird tier /tdex gegeben dwch d/e 
Fotmel 
y(D) ={ch(D).sqT(X) &C)}[X]. 
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1.4. Es seien G eine Liesche Gruppe, P ein Prinzipalbtindel iiber .Y mit Strukturgruppe 
G und F ein reeller orientierter G-Modul. Dann ist such der zu v duale Vektorraum V* 
auf natiirliche Weise ein G-Modul. P zusammen mit dem Isomorphismus 
(1.1) P x G Vz 7-(‘Y) 
der orientierten Vektorraumbiindel heil3c eine G-Struktur von X. Ein linearer Differential- 
operator D von 5 nach q heiRt zu der G-Struktur von ,Y assoziiert, wenn gilt: Es gibt kom- 
plexe G-Moduln i\i und N und lsomorphismen 
(1.2) P x (i Al z < und P x G 3’ z I/ 
und eine Abbildung V’” -+H~Yz(~LI, :V), die mit dem Operieren von G vertraglich ist und 
iiber die Isomorphismen (1.1) und (1.2) das Symbol g(D) induziert. 
KATZ. X hbe die Dimension II = 21 urrcl besitze eiue G-Struktw. Das Bild con G itI 
Aut( V) hnbe den Rang 1. D sei eirl linearcr elliptischer D/fletwltialoperator con < nach ‘1, der 
111 der G-Struktus rot1 X assoziiert ist. Dnrrn ist ch( D) die charnkteristischre h’lasse der 
G-Struktur, die der u~riuerscllerl Klasse 
(ch(M) - ch(/V)) 11( -wi)- ’ E M”:“(Bc. Q) 
i=l 
errtspricht. Die wi sincl die GeuYchtc des rcelliw G-:!4orfds V, c/i(M) rud ch(N) die Charaktere 
der komplexen G-Moddn M wd N. Dabei 11Yrd die Kohomolo~ie des klassifzierenden 
Raumes B, nach rier Methode ran Bowl- Hir:ebruch ([ 1 I ] 9 IO. I ) beschrieben. ([Y] Theorem 2.) 
$2. SPEZIELLE DIFFEKENTl..~LOPEK.-ATONE 
2. I. Wir benutzen die Beschreibung der Gruppe Spin(n) in [3]. e,, . , c, seien die 
kanonischen Basiselemente in R” und Q die negativ definite quadratische Form in R” 
mit Q((x,, . . . , s,,)) = - 1 x,: f” ur alle n-Tupel von reellen Zahlen. Die zu Q gehijrige 
Clifford-Algebra C,, wird erzeugt von I und den ei mit den Relationen 
I.1 = I, 1 ei = e, 1 = e,, e: = - 1 und eirj = -ejei fir i #j. 
R” wird als Untervektorraum von C, betrachtet. Spin(Iz) ist eine Untergruppe der invertier- 
baren Elemente von C, mit der Eigenschaft: 1st n E Spin(n), so gilt fir alle s E R” such 
as-a - ’ E R”. Die Projektion L, : Spin(n) + SO(n) wird gegeben durch i.,,(u)(x) = UXU- ’ fir 
alle s E R”. Der Homomorphismus 71 : SO(ll) --+ .At(C,) sei definiert durch ~(A)(X) = CIJX-’ 
fiir nlle I E C,,, wo c1 ein Element aus /.,, . - ‘(A) ist. Fiir gerades n = 2r ist C’, OR C einfach und 
daher isomorph zum vollen Matrixring M(_ 3’, C) der 2’ x 2’-Matrizen mit komplexen 
Koeffizienten. C, sei auf natiirliche Weise in C,, On C eingebettet. Wir setzen 
&‘I O c > 0 1’ kv=j; -3, uq_; A); v=ip g. 
Eine treue Darstellung a21 : C, OR C --t M(2’, C) wird definiert durch 
‘P,,(e2i_l) = cv @ ... 0 11; @ U 0 E @ ... @ E 
@h(ex) 
= W@...@ W@ V@.E@.-.@E fiir i = 1, . , r (vgl. C9]) 
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Dabei bezeichnet @ das Kronecker-Produht fiir Matrizen. C’ bzu. p’ stehen an der i-ten 
Stelle in dem r-fachen Kronecker-Produkt. Der Dnrstsllung~rutili~ CzF wird mit .S1, 
bezeichnet. 
c = c,cz ... ez, E C‘?’ hat die Eigenschaften: c’ = (- I )’ und xc = -cc.\’ fiir alle x E R”. 
Die Eigenwerte von OZ’(c) = i’It.@ ... @ FY sind 5;‘. CC Eigenraum von m,‘(c) zu dem 
Eigenwert + i’ wird mit SC, der zu dem Eigenwert -i’ wird mit ST’ bezeichnet. Da Spin(2r) 
aus geraden Elementen besteht, die alle mit c vertauschbar sind, spaltet die Darstellung 
AZ’ = Q2,1Spi~~(Zr) auf in die Darstellungen A;, : Spiu(Zr) + .4ut(SZ;) und A, : SpiQr) + 
Aut (S,), die positive und die negative Spindarstellung. .Spir7(~) ist auf kanonische Weise in 
Spill (II + I) eingebettet. Die Spindarstellun g von .Spirr(!r) mit 11 ungerade wird definiert 
durch A,, =A,:+,, p ‘S ir/(/r) und der Darstellungsraum wird mit S, bezeichnet. ,
2.2. Wir wollen in ST’ nicht entartete Spi,l(2,.)-invariante Bilinearformen konstruieren. 
Zun5chst sei bemerkt, da0 auf .SZ’ ein Spin(2r)-in\/ariantes hermitesches Produkt definiert 
ist durch /I(.\-, j.) = 1 _?;J’; fiir .Y = (I~, .., . szr.) und J’ = (.L.,. . J.?~) aus SZr, d.h. AZ’ ist 
unittire Darstellung. ST, und ST’sind beziiglich II orthogonal. Wenn B,, die zu der Bilinear- 
form bz, gehiirige Matrix bezeichnet, so ist bZ’ gennu dann Spin(2r)-invariant, wenn fiir alle 
n E Spiu(2r) gilt AZ’(~)‘B1’AZ,((z) = B2’, oder da Al’(n) unitar ist, 
(2.1) Az,(n)B2, = Liz’AI’(4. 
Uberstreichen bedeutet Bildun 3” des konjugiert Komplesen. Setzt man g = eze, . . . e,‘~ 
C,’ und B2, = (D?‘(g), so ergibt eine leichte Rechnung 
B#2’(ri) = (- I )“D,‘(e;)Bp 
Da Spin nur geradc Elemente enthalt, ergibt sich daraus (2. I). Aus gc = (- 1)‘cg folgt, 
daB B,, fir gerades r die R5ume SJ’ und S;’ invariant Iii& und fiir ungerades 7 die R5ume 
.S:’ und S;’ vertauscht. AuDerdem gilt: 
B;’ = Q2’(y2) = (- l)‘(‘+ “!‘E,, (E,,. = Einheitsmatrix) 
und 
0;’ = (- 1 p- ‘).‘IB2’. 
Damit ist gezeigt: 
SATiT. Auf SLr gibt es eiue nicllt enfartete Spiti(2r)-iuraria)lte Bilinearform bz’. Ist r 
grratle, so ist die Bcsckrii~~kung 1’011 b2, aLrf‘ S:’ wd S, rriclrt entartet. Fiir r E 0, 1 mod 4 ist 
b,, s~nmetriscll, ,fiir r =_ 2, 3 mod 4 sclrie~~!.n7nlctri.cc’il. Sid s, ~3 E S2’, so ist bz’(B+, J.) = 
l&Y, _I,). 
Setzt man k = ele3 t’z’_, und P2’ = ‘.Dz’(k), so erhalt man lihnlich wie fir Bz,, da0 fir 
alle a E Spin(2r) gilt: 
P2,A2,(a) = A2,(~)Pr,. 
Weiter ist X-c = (- I)‘& und 
p:’ = (- I)“‘f”l’ZEz, und p’,’ = (- I)‘(rfl);LPl’. 
SATZ. Dir rricht entartrte Spin(b)-inrariatrte Biliuearform pz’ auf Sz, mit Matrix P,’ 
ist sJ~mmrtrisch fiir r = 0, 3 n7otl4 wirl schiefs_k~mmetsi.rcli fii  I’ = 1, 7 mod 4. Sincl s-, ,v E Sz’, 
dam ist p,‘(P+, J) = /7(x, J). 
300 KARL HEINZ MAYER 
Damit gibt cs fir u!?gerades r auf .Szr eine symmetrische und sine schiefsymmetrische 
nicht entartete .Spi;r(Zr)-invariante Bilinearform. 
Eine .@ifi(2i - 1 I-invariants Bilinearform b2,- I auf S& erhslt man fiir gerades r durch 
Beschrfinkung van b,,. Sei nun r ungerade und g’ = ele, . . e,,_,. Mit B,,_, = @,,(g’) 
gilt 
BZr_1@2r(ei) = (- 1 )r-‘@)z,(ei)B2,_1 
fiir i = I ‘r - 1. Wie vorher erhHlt man fiir n E Spifr(2r - 1) ) . . ) _ 
B,,_,A&) = A&)B,,_,. 
Weiter gilt 
I3;,_, = (- 1)‘(‘-‘)‘7E2’ lid B>,_, = (- I)“_ ‘)(‘-2’%32r_1. 
Da r ungerade ist, gilt g’c = (- I)‘-‘cg’ = cg’, und Bz,_l fiihrt S, in sich i.iber. 
KATZ. Aif dem Drvstr!l~ilrgvLI!:t)l S;, ran Azr-, gibt es eke nicirt entartete Spin(2r - I >- 
ilrrariante Bilir;earforrn hZ,_ , . dir s~wmetrisch ist fiir r - 0, I mod 4 mrl scilie~~:F?.rnmeti.isch 
fiir r z 2, 3 nrod 4. Fiir .Y, j’ E St? = S,,_, gilt bz,_l(Bz,_,.u, J,) = Q.Y, J.). 
2.3. Die Abbildungen i, : R” + R” x Rk = R”+k mit i,(s) = (x, 0) und i2 : R’--t R” x 
Rk mit ir(J.) = (0, J,) induzieren Homomorphismen i, : C, --+ Cnclr und i, : C, --f C,,,. 
Der Homomorphismus i : Spi/i(,l) x Spin(/<) -+ S p/l I( n i X-), der definiert ist durch i((a, 6)) = 
i,(a)i,(b), bildet .Spin(r/) x S,oir!(k) ab auf i,;+‘k(SO(u) x SO(k)), wo SO(n) x SO(k) auf 
kanonische Weise in .SO(rl + 1~) eingebettet ist. Kern(i) ist isomorph ZLI Z, und wird von 
(- 1, - I) E .Spin(/I) x Spiri(k) erzeugt. Die Gruppe (Spin(n) x .Spin(k))/Z2 wird mit G(n, /c) 
bezeichnet. Analog erhiilt man die Gruppe G(,I, k, nz) = ($irr(n) x Spirr(/;) x Spin(m))/ 
(2, 0 Z,), \\o z2 @ zz VOll (I, - I, - I), (- I, - I, I) E Spiti X Spin(/i) X Spin(m) 
erzeugt wird. G(n, X-, m) ist isomorph zu dem Urbild von SO(n) x SO(k) x SO(m) c 
SO(n + k + in) unter i.,,+L+ ,,,. Wir setzen G(II, 0, m) = G(n, m) und G(n, 0) = Spin(n). Die 
natiirliche Projektion von G(r), /<, nr) auf .SO(rl) x SO(k) x SO(m) wird mit 1~ bezeichnet. 
Im folgenden werden wir nur die Gruppen G(2r, k) und G(2r, /<, 2) benutzen. klittels 
der Spindarstellungen erhglt man Darstellungen dieser beiden Gruppen : s E G(h, k) 
wird reprzsentiert durch (m, b) E Spin(Zr) x Spin(k). Die Zuordnung x--t A?,(a) @ A,(b) 
definiert eine Darstellung von G(3, k), die mit AZ,@ Ak bezeichnet wird. J’E G(2r, k, 2) 
wird reprssentiert durch ((I, b, c) E Spin(Zr) x Spin(k) x Spin(?). Nun ist AZ(c) eine 
komplexe Zahl. Die Zuordnun g ~3 --t Ar(c)A2,(a) @ A,(b) definiert eine Darstellung von 
G(2r, k, I), die wir ebenfalls mit AZ, @ AL bezeichnen wollen. Fiir beide Gruppen lassen sich 
entsprechend die Darstellungen A& @ Ak und A, @ Ak definieren und, falls /i > 0 gerade ist, 
die Darstellungen ATr @ Al, A$ @ A; usw. 
T sei der ausgezeichnete maximale Torus von S0(2r) x SO(/<) x SO(X) (k = 2s oder 
k = 2s + I) und s,, , _t-,, .I’, , , J;, t die ausgezeichnete Basis von H’(T, Z). Dann ist 
T’ = p-‘(T) maximaler Torus von G(2r, k. 2), und IL* : H’(T, Z) -+ H’(T’, Z) ist injektiv. 
N’(T, Z) wird als Untergruppe von H'(T', Z) betrachtet. n, sei die Anzahl der Minus- 
zeichen bei den si/2 und ny die Anzahl der Minuszeichen bei den J,J~ in 
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1st li = 2s. so sind die Gewichte von A,@ ilk die Elemente der Form (2.2) mit II, und 17~ 
gerade, von AT, @ ALI die mit 17, geradz und 11~ ungerade, von AT? @ AL: die mit 17, ungerade 
und nY gerade, von Ayr @ Ah die mit n, und I!,, ungerade. Ist /i = 2s + I, so sind die Gewichte 
von ~3:~ @ Ak die Elemente der Form (7.2) mit II, gernde, von ATr @ An die mit II, ungerade. 
Die Gewichte der oben definierten Darstellungen von G(Zr, X-) entsprechen denen von 
G(2r, Ii, 2) ohne t/Z. 
2.4. Im folgenden bezeichnet X eine kompakte orientierte differenzierbare Mannig- 
faltigkeit ohne Rand der Dimension 2n (n 2 I) mit (positiv definiter) Riemannscher Metrik 
g. Das Biindel der orientierten beztiglich g orthonormierten 2mReine im Tangentialbtindel 
T(X) ist ein PrinzipalbLindel mit Strukturgruppe SO(2lr) und T(X) g P x SO,?n) R’“. Dud 
das Operieren van SO(ZII) auf C:,, kvird %‘ = P x SO,ln, (C?,, @,{ C), das komplexe Clifford- 
Biindel der Riemannschen Munnigfaltigkcit ,I’, definiert. T(.Y) wird als Teilbiindel von ‘G 
betrachtet. 
DEFIXITION. Eitl di’ren:ierba,-es komple.ues ~‘etitorrallrnbiintlei < iiber X nennen wir ein 
Spiilorbiindel, wenn es eincrl ilrjel;tiren Homomorphismus .f : 59 -+ End(<) gibt, der in jerler 
Faser eh Algebra-Homomorphismus ist. End(t) be:eichnet tlas Elr(~olomorphisme,l-Biin~el van 5. 
Seien < und [ orientiertc reelle differenzierbare Vektorraumbiindel iiber X, die Faser- 
dimension von [ sei 2, und es soil gelten: Die dritte ganzzahlige Stiefcl-Whitney-Klasse 
W,(T(X) @ <) verschwindet und II.?(<) = U’?(X) + IL,,(<). E und F seien differenzierbare 
PrinzipalbLindel mit Strukturgruppc SO(L) bzw. .S0(2), SO daB < 2 E x so,k, Rk und i E 
FX s0(2) R’. Fiir G(211, /c, 2) uird zur Abkiirzun, 0 G geschrieben. Die natiirliche Projektion 
/L : G -+ SU(2n) x SO(k) x SO(2) ist zweifache Uberlagerung. Zu P @ E@ F gibt es wegen 
IC’,(P @ E@ F) = 0 ein Prinzipalbiindel 1CI mit Strukturgruppe G und einen Al-Homomor- 
phismus von M auf P @ E@ F, wie man mit [I I] $26.5 beweist. Es sei p : SO(h) x SO(k) 
x ,5’0(2) -+ S0(2)7) die natiirlich e Projektion. G operiert iiber p 1 p auf Cznr so daf3 %’ E 
~tl x G (C,, @,C). Mittels AZ,, @ A, wird ein komplexes Vektorraumbiindel M x c (S,, @ 
S,) definiert, das kurz mit Go,, @ Go b ezeichnet werden sol]. Entsprechend werden mittels 
AT,, @ Ar und A;” @ AL die Biindel CJ:,, 0 gk und a;,, @ Go und, wenn Ii > 0 gerade ist, 
mittels A?,, @ A: das Biindel G:” @ G+ usw. definiert. Der Homomorphismus ,J: 4(:--t 
End(az, @ ok), definiert durch J([ )>I, a]) = [m, cPz,(a) @ id], macht c2,, @ ck zu einem 
Spinorbiindel. 1st k > 0 gerade, so werden entsprechend czn @ 0; und gZn @ a; zu 
Spinorbtindeln gemacht. 
Bemerkung. 1st. wz(X) = 0, so kann man in der angegebenen I+‘eise ein Spinorbiindel 
konstruieren, ohne ein SO(k)- oder SCJ(2)-Biindel zu “addieren”. 1st W,(x) = 0, so kann 
man auf das SO(k)-Biindel, ist Ids = n12(<), auf das S0(2)-Biindel bei der Konstruktion 
des Spinorbfindels verzichten. 
Sei q ein komplexes differenzierbares Vektorraumbiindel iiber X mit Faserdimension 1. 
Mit 0 ist such c @ rl ein Spinorbtindel. 1st B ein differenzierbares Prinzipalbtindel iiber X 
mit Strukturgruppe Cq,), so daf3 rl g L? x L’,,) C’, dann ist ‘6’ r (M @ B) x G x L;(I) (Cl. OR C) 
und (CT?” @ ak) @ q z (lM@ B) x G x L.,,l ((S,, @ Sk) @ C!). Zur Abkiirzung schreiben wir 
im folgenden cr fiir (al, @ ak) @J rl. 
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2.5. Der Levi-Civita-Zusammxhang der Riemannschen Mannigfaltigkeit ,r definiert 
eindeutig einen Zusammenhang r in P. Es sei p : S0(2/1) x .170(X-) x SO(l) x U(I) -+ So&) 
die natiirliche Projektion. Nach willkiirlicher Wahl eines Zusammenhanges in E, F und B 
IiiRt sich in IMO B ein Zusammenhang auszeichen, der unter dem p , (j( x i&Homomor- 
phismus IZ~ 0 B --t P auf r nbgebildet wird. Ein solcher Zusammenhang sei von nun an in 
itI @I B ausgezeichnet. Er de5niert einen Zusammenhang in den assoziierten Vektorraum- 
btindeln (vgl. [19]). Die zugeh6rige kovariante Ableitung in allen diesen Vektorraumbiin- 
deln wird mit dem gleichen Symbol C bezeichntt. Vektorfeldzr sind im folgenden stets 
differenzierbar. Seien Y ein Vektorfeld auf X, cp E ITo und s E fed. Es gilt 
(V@)(V) = V,s(cp) - s(V,cp). 
und fiir c E lX’ 
/‘(V$) =Vyj_(c). 
In G ist auf natiirliche Weise durch das hermitesche Produkt in Sz, @ S,@ C’ eine hermi- 
tesche Metrik /I definiert. Der in G definierte Zusammenhang ist metrisch, d.h. fiir cp, rl/ E l-c 
ist 
Ylr(rp, Ic/) = lf(V,q& I,//) + Ir(rp, V,.lb,. 
2.6. Wir wollen nun einen Differentialoperator von G in sich definieren. Es sei q~ E rG. 
Je zwei Vektorfeldern Y und Z wird durchf( Y)(V,.rp) ein Element aus l-a zugeordnet. Die 
Zuordnung ist F(X)-linear in beiden Argumenten. In Anwesenheit der Riemannschen 
Metrik 9 ist die Spur dieser Bilinearform definiert. Wir definieren einen C-Homomor- 
phismus D : rG -+ rG durch 
Do = .Spur(( Y, 2) --) /‘( Y)(Vl(p)) fir alle cp E I-G. 
Lokal beschreibt man D folgendermafien: E,, . , E,, seien beziiglich 9 orthonormierte 
Vektorfelder iiber einer offenen Menge U in X. Fiir alle x E U gilt 
KATZ. Der Homomorphismus D ist ein /inenwr elliptischer Differentialoperator erster 
Ordnung, der zu rler G(h, IL, 2) x Cr(i)-Strul~tLu rot1 S assoziiert ist. D ist selhsta&mgiert. 
Beweis. Es ist klar, dal3 D ein linearer Differentialoperator erster Ordnung ist. Zum 
Nachweis der Elliptizitat wird die lokale Form benutzt. Es seien .K E X, s E T*(X) - (0) und 
a 6 err weiter seien 11 E F(X) mit U(X) = 0 und t/~(x) = s und cp E Ta mit cp(,u) = a. Dann 
ist D(u~~)(.T) = (Cf(Ei)(V,,urp))(s) =J(C(~ltr, E,)E,(.x))(u) = f(c(s, E,(.~))E,(x))(u). Da 
1 (s, Ei(.r))Ei(x) E T(X), - (0) in %‘, invertierbar undfin jeder Faser ein injektiver Algebra- 
Homomorphismus ist, ist das Symbol ein Tsomorphismus. Das Symbol wird induziert durch 
die mit dem Operieren von G(2/1, li, 2) x U(j) vertr2gliche Abbildung k : (R2”)* + Hom(S, S) 
mit S = Sin @ S, @ C’, die definiert ist durch k(r) = i((02,, Oj- l)(r)) @ ia& @ id,,. Der 
Isomorphismusj : R’” -+ (IX!‘“)* ist kanonisch durch das Skalarprodukt in R’” definiert. Die 
Selbstadjungiertheit von D wird mit der lokalen Form unter Benutzung der angegebenen 
Formeln fiir die kovariante Ableitung nachgerechnet. 
1Mi1 der Abkiirzung G+ fiir (~~‘0 Go) @ r] und g- fir (az; @ Go) @ 11 gilt CT = d+ @ G-. 
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D fiihrt Ka’ in ra- und To- in rcc fiber. Das folgt aus der Definition vonfmit 2.1. Wir 
definieren D+ = Di TaC und D- = D[ To-. Aus dem vorhergehenden Satz folgt 
KOROLLAR. Df : raf --) Ta- und D- : T’a- + TG’ sind lineare elliptische DifJ‘eren- 
tiafoperatoren erster Ora’nung, die zu o’er G(2n, k, 2) x C’(I)-Struktur r.on X assoziiert sind. 
D’ und D - sind formal adjungiert. 
Bemerkung. 1st X: = 2s > 0, so Iant sich in gleicher Weise in (a?, 0 a:) C3 7 (bzw. 
(o,, @ a;) @ q) ein Differentialoperator D+ (bzw. D_) definieren. D+’ (bzw. 0:) bezeichnet 
die Beschrgnkung von D+ (bzw. D_) auf r(GA 0 a;) 0 17 (bzw. l?(oL 0 al,) 0 r~) und D; 
(bzw. D1) bezeichnet die Beschrgnkung von D, (bzw. D_) auf I-(G?-,, @ G;) @ q (bzw. 
T(a, @ a;) 0 q). Fiir diese Operatoren gelten die entsprechenden Aussagen wie oben. 
93. GANZZAHLIGKEITSS.~TZE 
3.1. Wir wollen nun mit den in $1 zitierten Sgtzen von &I. F. Atiyah und I. M. Singer 
den Index der in 92 definierten Differentialoperatoren berechnen. Fiir das reelle Vektor- 
raumbiindel 5 mit den Pontrjaginschen Klassen pi(r) setzen wir wie in [I l] g(g) = 
j$“Aj(P’(Ti. ... 7 pj(O). D a b ei ist {aj} die multiplikative Folge von Polynomen, die zu der 
charakteristischen Potenzreihe &/(2 sinh(&/2)) gehBrt. Wir schreiben d(X) fir J@(X)). 
SATZ. Es seien X eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand 
dcr Dimension 2n (n 2 I), 5 ein reel/es orientiertes dfferenrierbares Vektorraumbiindel iiber 
X mit Faserdimension k und W,(T( X) @ 5) = 0. Weiter seien q ein komplexes diflerenzierbares 
Vektorraumbiindel iiber X und de H2(X, Z) mit d 3 w,(X) + w2(<) mod 2. Dann gilt: X 
hesitzt eine G(2n, k, 2) x U(l)-Struktur. Ist k = 2s oder k = 2s + 1, so gibt es einen Iinearen 
elliptischen Differentialoperator D’, der zu dieser Struktur assoziiert ist mit Index 
(3.1) y(D+) = (- 1)“2‘{edi2ch(rj)(~ COSll~E.i/2))8(X);[X]~ 
Zst k = 2s > 0, so gibt es rwei Ic*eitere Operatoren 0: und D_‘, a’ie XI dieser Struktur assoziiert 
sind, so da] gilt : 
(3.2) ‘i(DZ) + y(DC) = ‘i(Df) 
(3.3) ~(0:) - y(D+j = (- I)“{ed’Zch(~)~~~~(5)~(r)-‘,n;/(X))[X]. 
W,,(l) ist die Euler-Poincar&Klasse und p(e) = n(l + ,vf) die totale Pontrjaginsche Klasse 
Bel\,eis. Auf X wird eine Riemannsche Metrik g gew5hlt. Es sei [ ein reelles orientiertes 
Vektorraumbiindel iiber X, das als komplexes Geradenbtindel bctrachtet d als erste Chern- 
sche Klasse hat. Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie in $2 und konstruieren Df 
bow. 0: und D_’ wie in 2.6. Mit Hilfe der SBtze in $1 sol1 nun der Index von DC berechnet 
werden. Wie in 2.4 schreiben wir G fir G(2n, k, 2) und H fir SO(2n) x SO(k) x SO(2) 
sowie p fiir die natiirliche Projektion G 4 H. Es bezeichne T den ausgezeichneten maximalen 
Torus von H und S den ausgezeichneten maximalen Torus von U(I). Dann ist 
T’ = /c-‘(T) maximaler Torus von G. Der Homomorphismus (PIT’ x id)* : H’(T x S, Z) 
G 
* H’(T’ x S, Z) ist injektiv. Im folgenden wird H’(T x S, Z) als Untergruppe von 
IJ’(T’ x S, Z) betrachtet. Die Transgression r im universellen Biindel von T’ x S bildet 
Y’(T’ x S, Z) isomorph auf H’(Br..,s, Z), die zwcite ganzzahiige Kohomologiegruppe des 
klassifizierenden Raumes von 7’ x S ab. Es sei s,, x~. . . , A-,,, J’,. . . .I’,. t, z,, , zL die 
ausgezeichnete Basis von H’(T x S, Z). Dann gilt 
(-&St * X2 k ... k S” 5 .“, f ... &- J’s + Q/2 + z, f .‘. + -r E H’(T’ x S, Z). 
Wir schreiben das gleiche Symbol fiir ein Element aus H’(T’ x S, Z) und sein Bild unter 
der negativen Transgression in H’(B,, Xs, Z). 
Es sei E, s L.t,, der Totalraum des universellen Biindels von G x CT(/) iiber dem klassi- 
tizierenden Raum B, X c(,,. Dann ist EG _..,cI, i(T’ x S) klassifizierender Raum von T’ x S. 
Bezeichnet p die natiirliche Projektion von E,.,,,,!(T’ x S) = B,.., auf Bc_.urI,, so ist 
nach [IO] (Proposition 30.2) II** : H”*(Bc x Isc,,, Q) + H**(BT. xs, Q) injektiv. Wie iiblich 
identifizieren wir H**(B;; -( Lr,,,r Q) mit einem Teilring von H**(B7.. xS, Q). Mit (2.2) erhalten 
wir fiir ch(.S& @ .S, @ C’) - ch(.S, @ S, @ C’) die Klasse 
Das Produkt aus den negativen Gewichten des orientierten G x I/(l)-Moduls R2” ist 
(- I)“s,x~ .Y”. Die totale Toddsche Klasse dcs kanonischen S0(2n)-Bundels Eber 
4; x L’(I) hat die Form 
Es seien p : X-, BS,,t2,,,r q : A’-+ Bsoo, und r : A’-+ Bsocz, die charakteristischen Abbil- 
dungen von P bzw. E bzw. F ([21] 919), und 11 : X-, B,, sei die durch diese definierte 
charakteristische Abbildung von P@ E@ F. Weiter sei m : ,I’-+ B, die charakteristische 
Abbildung von M. Bezeichnet II(/~ die durch ~1 induzierte Abbildung von BG nach B,, 
SO ist ~(11) i) m homotop zu Ir. Mit dieser Bemerkung erhalt man aus den universellen 
Formeln und den Satzen in $1 die Formel (3.1). 
Durch analoge Rechnung findet man: 
y(DT) =(- t)“{e”“c/*(q)(C J*rl+ “’ “q&x))[,\-] 
Lid 
‘J(DZ) = (- I)“(ed’2ch(q)(C 
e’*“* ... “>“2)&X))[,y]. 
Summiert wird bei y(L):) iiber alle Kombinationen mit einer geraden Anzahl von Minur- 
zeichen und bei y(L):) tiber alle Kombinationen mit einer ungeraden Anzahl von Minus- 
zeichen. ~*r_r’~ . . . J’.~ ist nach [I I] $10.3 die Euler-Poincare-Klasse W,,(c) von 5. 
Bemerkrrng. Dieser Satz liefert durch Spezialisierung von < und rl als Korollare die 
Ganzzahligkeitssatze von Borel-Hirzebruch. Insbesondere ist damit gezeigt, dal3 sich alle 
ganzzahligen Ausdriicke in diesen Satzen als Index eines elliptischen Differentialoperators 
realisieren lassen, was in [I] behauptet wurde. 
3.2. Analog zu K(X) in [5] werden die Gruppen KO(X) und KSP(X) mit den reellen 
bzw. qunternionalen Vektorraumbiindeln definiert. Die Inklusionen i : O(I) -+ V(l) und 
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j : @(I) -+ L’(X) definieren Homomorphismen i, : KO(X) -+ h’(X) bzw. j* : K.SP(X) -) K(X). 
Es wird c/?(X) fur ch(kl(.Y)), sowie c/rO(.Y) fur clr(i,,KO(.Y)) und clfSP(.Y) fiir ch(j,I\‘SP(X)) 
geschrieben. 
SXTZ. Es scicrt ,y h?e itr 3. I, 2’ girl reellrs orietrtio’tzs tl~~hvr~ierbares Vektorraumbiitdel 
iiher .Y mit Fuscrdimetision I; (k = 2s otler I; = 2s + I ) id n.2(X) = ws2(<) Lid 11 eitl komplexes 
diJerenzierbar(-s ~‘ekrorraLrnrbiitrtle/ iiher .Y. Dtrtrrl giht cs cinen Dijfventialopertrtor Di mit 
;,(D’) = (-- 1)“2’;cl~(i~)(~ c~osh(!~,;?j) .J(S))[,Y]. 
1st k = 2s > 0, so gibt es z\tx~t’ D~ftt.c~tltialope,ntoretl D: wd 0’ mit 
y(Ul) + y(DYI) = ;‘(Df) 
;fD:) - ;,(DI) = (- I)“:‘./l(lj)CI.1,(\I).ci(~)-‘,?(‘~)i[X]. 
Es gelte zustit~liclt eitie tier ,/blgethr Vornrt.ssL,tllitrgett : 
Im Falle k = 2s 
(i) tr z 0 mod 1, 5 = 0, I, 3 tnotl 1 rrtrd q E KSP(k~), 
(ii) tl = 0 mod 4, s E I, 2, 3 mod 4 utd t7 E KO( ,Y), 
(iii) 11 E 2 mod 4, .s E 0, I ) 3 mod 4 lI/?d ‘7 E KO( xj. 
(ir) tr E 2 mod 4, s ??I I ) 2, 3 mod 4 rrtd t] E KSP( .X), 
im Falle k = 2s -I- 1 
(c) II E 0 tt1o:l -I, s E 0, 3 17LOil 4 Ld r/ E k;SP (X), 
(ri) tI = 0 mod 4. 5 = I, 2 mod 4 untl q E KO( X), 
([ii) ti = 2 mod -I, .r = 0, 3 tt1od 4 lid t/ E KO(X), 
(iiii) tl zz 2 mod 4, s = I, 2 tt2od 4 utd r/ E KSP( S). 
Dam1 ist y( D+) eitle gerutle Zahl. Ist rlariiher hinuts itn Fdle k = 2s > 0 ad s geratle, chtl 
sintl y( 01) wd y( D’) get&e Zahkett. 
Be,\,eis. Das Prinzipalbundel M mit Strukturgruppe G(2n, k) wird wie in 2.4 (vgl. 
Bcmerkung in 2.4) konstruiert. La& q die Gruppe U(/) (bzw. Sp(l)) als Strukturgruppe ZLI, 
SO walllen uir ein Prinzipalbundel U mit Strukturgruppe O(I) (bzw. .Sp(l)), so daf3 q z 
BX o,L, C’ (bzw. r/ g B x sp(,) C”‘). Auf hl@ B wird das Spinorbtindel G und der Differential- 
operator D : Ta -+ l-a konstruiert wie in ; >2 beschrieben. Der Index der neuen Operatoren 
D+ bzw. 0: und D? ist glcich dem der entsprechenden Operatoren in 3. I mit (I= 0. 
ES wird behauptet, da13 y( 0’) = dim Kern(f)+) - dim Kern(L)-) eine gerade Zahl ist. 
Zum Beweis wird gezeigt, da0 dim Kern(D) = tlitn Kern( Df ) + dim Kern( D-) eine gerade 
Zahl ist. Das geschieht durch Konstruktion einer nicht entarteten schiefsymmetrischen 
Bilinearform auf Kern(D). 
Auf C’ ist durch die I x I-Einheitsmatrix El eine nicht entartete symmetrische O(I)- 
invariante Bilinearform e definiert. Fur das kanonische hermitesche Produkt 11~ in C’ 
gilt e(ET, .I*) = h,(.r, ,I.) fiir alle .Y, J’ E C’. Auf C” ist durch S = 0 
i 
E, 
\-Et 0 ) 
eine nicht 
- 
entartete schiefsymmetrische .Sp(/)-invariante Bilinearform .T gegeben. Es gilt ~(SX, J) = 
h,,(.u, J) fur alle X, ,t’ E C2’. Im Rest des Beweises steht G fur G(2tr, k), H fur O(I) bzw. 
Sp(I) und j: H+ U(m) fiir eine der Inklusionen O(I) + L’(1) bzw. Sp(l)+ c!(U). 
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In $2.2 wurden fur die Raume S,, und S, spininvariante Bilinearformen konstruiert. 
Zusammen mit den soeben angegebenen H-invarianten Bilinearformen erhllt man auf 
natiirliche Weise eine G x H-invariante Bilinearformen 6’ auf Sz, @ S,@ Cm (vgl. [12] $1 
no. 9) und einen Automorphismus B’ von ,Sz, @ S;, 0 C”, so daD gilt b’(B’x, J,) = h ‘(.u, I.) 
fur alie I, J’ E Sin @ SI, @ Cm. Dabei ist 11’ das hermitesche Produkt, das durch die hermi- 
teschen Produkte in den einzelnen Raumen definiert ist. 6’ induziert in o die hermitesche 
Metrik 6. Da 6’ eine G x H-invariante Bilinearform ist, definiert b’ eine Funktion 6 auf 
X, die jedem .y E X eine nicht entartete Bilinearform in der Faser ox zuordnet. Die G x H- 
Invarianz von b’ bedeutet fir die zugehorige iMatrix B’ : Fiir alle (a, b) E G x H gilt 
B’((&n 0 &)(a) @j(6)) = ((&n 0 &)(a) O_i(b))B’. 
Diese Eigenschaft erlaubt es, die fasertreue Abbildung fi : CT -+ G zu definieren durch 
/3([p, u]) = [p, B’u]. Fur p gilt D 0 /3 = (- I)“p 0 D, da p mit der kovarianten Ableitung 




Auf Kern(D) wird die Bilinearform B definiert durch B(cp, I/I) = b(cp, I//)dx fur alle 
x 
cp, II/ E Kern(D). In den Fallen (i)-(ciii) lHI3t sich b' so konstruieren, dalj 6’ schiefsymmetrisch 
ist. Damit ist such B schiefsymmetrisch. Mit q ist such fi 0 q aus Kern(D). Daher gilt 
nach Konstruktion von B und /? fur alle y E Kern(D) 
J 
1 
BW 0 (P, Y> = C-l>” h(y, y) dx. 
.y 
1st li = 2s > 0 und s eine gerade Zahl, so gibt es auf S: und S; eine nicht entartete Spin(li)- 
invariante Bilinearform, die entweder symmetrisch oder schiefsymmetrisch ist. Damit 
beweist man analog, dafi y(D+) und y(D_) unter den gemachten Voraussetzungen gerade 
Zahlen sind. 
3.3. Bemerkung. F. Hirzebruch hat zum Beweis des Satzes in $5 einen 3. I entsprechen- 
den Ganzzahligkeitssatz fiir c,-Mannigfaltigkeiten X (vgi. $5.2 und [7]) direkt aus bekann- 
ten S&en iiber charakteristische Klassen hergeleitet. In diesem Falle wird vorausgesetzt, 
daO fijr das reelle orientierte Vektorraumbiindel 5 iiber X mit Faserdimension k = 2s oder 
/c = 2s + 1 die ganzzahlige Klasse IV,(<) verschwindet, d. 11. da13 ein d E H2(X, Z) existiert 
mit rl= ~t.~(<) mod 2. Wir betrachten das komplexe Geradenbtindel [ mit c,(c) = d als 
reelies orientiertes Vektorraumbiindel. Wegen +v2(c;’ 0 i) = 0 gibt es ein Prinzipalbtindel P 
mit Strukturgruppe G(k, 2) und < @ 5 g P x G(k,2) Rlii2. Mittels der Darstellungen von 
G(/c, 2) in 2.3 lassen sich komplexe Vektorraumbiindel A< bzw. A’< und A-<, falls k = 2s, 
konstruieren. Nach [I l] gilt fur eine c,-Mannigfaltigkeit X und z E c/l(X), dal3 
{=ecl”_pliX)) [X] eine ganze Zahl ist. In diesem Ausdruck wird 3 durch rch(A<)ersetzt. 
Berechnung von &(A<) ergibt, da13 2”{e”“z(n cos6(~i/2))ec”2~(X)~[X] eine ganze Zahl 
ist. Mit A’< und A-C: erhalt man (3.2) und (3.3) entsprechende Formeln. 
1st np2(X) = ~,~(i;) = 0, so lassen sich 3.2 entsprechende Verscharfungen ebenfalls mit 
dieser Methode beweisen. Man benutzt, daI3 die Spindarstellungen in gewissen Fallen 
orthogonal bzw. symplektisch sind und wendet Theorem 4.2 in [14] an. Diese spezielleren 
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SStze geniigen, urn einen Teil der Ergebnisse in $4 und die Ergebnisse in $5 herzuleiten. 
,+I. ANWESDUNGEN 1 
4. I. Immersionen und Einbettungen sind hier immer differenzierbare Immersionen bzw. 
differenzierbare Einbettungen. Mit X wird eine zusammenhsngende kompakte orientierte 
differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand der Dimension 2n bezeichnet. 
1st z E N*(X, Q) und : = c zi mit zi E H”(X, Q), so setzen wir ,“) = c firi. In [4] 
L I 
$1.4 ist bewiesen: Wenn z E c/l(X), dann ist fiir jede ganze Zahl t such z(‘) E c/7(X). Fiir 
ri E If ‘(X, Z) und ; E c/l(X) wurde in 143 das zu n und z gehiirige Hilbert-Polynom H(t) von 
X definiert durch 
H(t) = fqx, lq2, z(“), 
wo A(,Y ~$2, =(‘I) = (e”‘“~“‘.&~X)>[X]. Aus den Sitzen in 43 folgt: Wenn d = it’2 (X) mod 2 
und t eiie ganze Zahl ist, ist H(t) eine ganze Zahl. 
4.2. Die tilenge der Isomorphieklassen von reellen Vektorraumbiindeln iiber Xwerde 
mit G(X) bezeichnet. Die Whitney-Summe macht 8(X) zu einer abelschen Halbgruppe. 
Wir haben den natiirlichen Homomorphismus 
0 : G(X) --t KO(X). 
Nach M. F. Atiyah ([2] $1) heil3t ein Element aus i(O(X) positiv, wenn es im Bild von 0 
liegt. 1st 5 ein reelles Vektorraumbiindel iiber X, so schreiben wir such t statt O(t) fir seine 
Klasse in KO(X). 
SATZ. _& sei < ein reelles orientiertes Vektorraumbikdel iiber X mit Faserdimension k, 
11’0 k = 2s oder 1~ = 2s + I, und W,(r) = 0. Weiter sei 6 E H’(X, Z) mit Nap E 6 mod2 
und z E ch( X). Wenn 5 - T(X) positiLl ist, ist 
(4.1) 2”{ed:Jz”‘” (n cosh(yJ4)) J(X)>CXl 
eirle ganze Zahl. Dabei ist p(t) =n (I + .);f) die totale Pontrjaginsche Klasse cot7 <. 
i 
Zum Beweis benutzen wir die Tatsache, dal3 es nach Voraussetzung ein Vektorraum- 
biindel [ iiber X gibt mit Faserdimension li - 2n und < =t - T(X). Insbesondere l5l3t 
sich [ differenzierbar wahlen (vgl. [13] $4.1 .b)) und erfiilit die Voraussetzungen des 
Satzes in 3.1. Anwendung dieses Satzes liefert nach leichter Umformung (4.1). 
4.3. Es seifeine Immersion von X in den euklidischen Raum der Dimension 2n + k 
und v das Normalenbiindel von J Mit 2n + k wird das triviale reelle Vektorraumbiindel 
iiber X mit Faserdimension 2n + k bczeichnet. Da 2rr + X: = T(X) @v, ist 2n + k - T(X) 
positiv. Istf: X-+R2”+2s eine Einbettung, so verschwindet die Eulerklasse des Normalen- 
biindels vonf(vgl. [17] Theorem 14). Anwendung von (3.2) und (3.3) ergibt, dal3 dann der 
Ausdruck (4.1) mit 5 = 2n + 2s eine gerade Zahl ist. Damit erhglt man: 
KATZ. Es seien d E H’(X, Z) und z E ch( X). Went7 X immersierr br,erderl kum~ in RZnik 
mit k = 2s oder k = 2s + I, dann ist 2”fSA-(X, d/2, L(‘~‘)) einc ganze Zahl. Wenn es eine 
Einbrftung ran X in R2”+2s gibt, dun/l ist 2”“-‘A(X, d/2, z(1i2)) eine ganze Zahl. 
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Cer Satz in $3.3 liefert die folgcnde Verschgrfung: 
SATZ. Es sei dim X = 4m und z E ch(X). X lasse sich itt RJm -rh tttmw-siereti ittd es qelre 
der zustiCiiciien Tforarisselzw~gcn: 
Im Falle k = 2s 
(i) 2m + s = 0, 1, 3 mod 4 und z E chSP( X) odet 
(ii) 2m + s = I, 2, 3 tno~/ 4 I& z E cllO(X), 
im Falle k = 2s -+- I 
(iii) 2m+s=O, 3 nzon 4 wid z E chSP( X) oder 
(ic) 2m f s = 1, 2 mod 4 ud z E cflO(X). 
Datw ist 22mcs-‘A(X, 0, z(““) eitle qanze Zahl. 
Giht es eitre Einhettuttg rotz X in Rdmf2’ und gilt zbi’lzlich 
(c) 2m + s = 0 mod 3 wd z E chSP(X) o&r 
(ci) 2m f s = 2 mod 4 utid z E chO(X), 
so ist 22n+s-2A(X, 0, 2”“)) eine ganze ZnAl. 
4.4. 1st m eine positive ganze Zahl, so bezeichnen wir wie in [4] die Anzahl der Einsen 
in der dyadischen Entwicklung von m mit g(m). Es sei u(m) der grijflte ungerade Teiler 
von m!. Dann ist m! = 2”-‘(“) u(m). Die 2n-dimensionale Komponente von z E c/t(X) hat 
auf der Fundamentalklasse von X den Wert s(z)/n!, wo s(z) eine ganze Zahl ist. 
SATZ. Es sei W,(X) = 0 uncl a eine nichr neqatiw qanze Zahl, so da] n durch 2” teilbar 
i.rl. Gibr es ein z E A(X), so dalp s(z)/2” eine unqerade qanze Zahl ist, dann l?iJt sich X nicht 
in den euklidischen Raum der Dimension 4n - 2r*(n) - 2a - 1 immersieren und nichr in den 
euklidischen Raum der Dimension 4n - 2s((n) - 2a einberten. 
Beweis (vgl. [4] $3.2). Da W,(X) = 0 , gibt es ein C!G H’(X, Z) mit d= Nap moL/ 2. 
Das zu d und z gehiirige Hilbert-Polynom von X 18t sich schreiben in der Form 
Die a, sind ganze Zahlen und a,, = s(z). Llf3t sich X in RA”-2*(“)-20-! immersieren oder in 
R’“-2’(“)-Zn einbetten, dann ist _ ~2n-a(“)-o-‘H(-)) nach 4.3 eine ganze Zahl. Daraus folgt. 
dal3 
2”-““J-0-‘(qJ, + tly,)/tl! 
eine ganze Zahl ist, wo q, eine ungerade und CJ~ eine gerade ganze Zahl bezeichnen. Dus 
tiefert einen Widerspruch. 
Mit der gleichen Beweismethode erh5lt man unter Benutzung des zweiten Satzes in 4.3 
KATZ. Seien dim X = 4n1, tts2(X) = 0 rtnd a eitre nicht neqatire ganze Zahi, so daj? 2m 
durch 2” teilbar isf. Es qebe ein z E ch( X), .PO daJ s(z)/2” eine ungerade qanze Zahl ist. 
(i) Gilt eine der xs&lichen Vorausse~zungett 
a(m) + a = 0, I, 3 mod 4 und z E chSP(X) oder 
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x(m) + a = I, 2, 3 mod 4 utd : E cid?( .Y), dut7t7 kiJ0 vich .Y trici7t it7 der: cuklirlirchrt7 Ractm 
der Dimcrrsiot7 Sm - Tz(tt7) - ?a imtt7erritwtr. 
(ii) Gilt Fiti? dcr :u.siilllic!retl ~‘orffll.Ssc~rrut7getl 
3(m) + 0 s 0, I lrjotl -I ~rird : E ci/SP(X) o&r 
r(m) -I- a = 2, 3 n7od -i rrtd z E c/70(X), dann lii,Bt sich ,I’ t7icht it7 t/err euklidischet7 Rautn &r 
Dittwnsiort Sn? - 2 z(t77) - 2a + I irt7mersierrt7. 
(iii) Giir eit7e ckr :trsiitzlichrn ~orarrsset=lrttgt~l? 
z(m) + n = 1 n7otl -I iiid z E cirSP(,Y) o&t 
g(m) + cI = 3 mod 4 zrtrrl z E chG(X), dann lti,h .sich *Y t7icht it7 den euklidischen Raum der 
Dimw.vior7 Pm - 1%(t;7) - 2a + 2 einhettett. 
4.5. Es scif‘: ,I’+ R’“-’ tine Immersion und I* dus Normalenbtindel von f: Nach 3.1 
ist dann ~~~~,,_,(\).-7(,U)‘)[,~.] eine ganze Zahl. Bezcichnct p, die erste Pontrjaginschc 
Klassc von X, so hei8t das. dafi [Il/z,,-+(vj(l - (p,/24))‘)[,Y] eine ganzc Zahl ist. 
SATZ. Cl/ft7rr A’ it7 R’“-’ tmr!7essicrt ~wdct7 katv7, (iant7 gilt f‘iir nie Eulcrklassc M’,, _ s 
des i~ort~ralc~t7hiir7tl.~ dc.s Immrrsiotr : lVz,_ Ip, ist diirci7 I2 tcilbar. 
Aus dicsem Satz wollen wir ein Ergcbnis van M. E. Mahowald und F. E. Peterson [16], 
allerdings nur fiir den Fall geradedimcnsionaler Mannigfaltigkeiten, herleiten. IL(X)-’ = 
I + Ii ‘1 + \i ‘1 + ... + I??,, sci die inverse Stiefel-Whitney-Klasse von ,Y’ und \tvi = It’s. 
SATZ. Wetrtt I!.~( A’) = 0 mt/ .Y it7 R “‘-’ intmcr.rier~ ~~wdvt kat7t7, gilt lTrn _ J~Fs = 0. 
Lkw,eis. Nach drm vorhergehenden Satz gilt lVz,,_apL = 0 mod 4. Ein Ergebnis iiber 
Pontrjaginsche Quadrate nach J. Milnor ([IS] Theorem of Wu) liefcrt unter der Voraus- 
setzung dcs Satzes, da13 die Rcduktion von p, module 4 gcrade i:,(w,) ist. Dabei ist i, der 
durch den injektivcn Homomorphismus i : Z, -+ Z, induzierte Koeffizientcnhomomorphis- 
mus der Kohomologiegruppen von ,Y. Dahcr gilt I+ r,-3i*(rt.J = i,(kVz,_,w,) = 0. Da in 
unscrcm Fall I(*~ = I?, und i, in der hiichsten Dimension injektiv ist, gilt die Behauptung. 
4.6. Es sei P,,,(C) der komplexe projektive Raum der reellen Dimension 2tn und P,,,(K) 
der quatcrnionale projektive Raum der reellen Dimension 4n7. 
SATZ. (i) P,(C) IZi,k sic/t nicht it7 R 3”-2z(n’-’ in7mersirret7 7o7d t7icht it7 R’n-Za(“) ein- 
hetten. 
(ii) P&C) IZJr sic/t tticlz/ in R B”‘-2’i”‘) imt~7ersieret7, l\w7t7 r(m) = 1 mod 4, w7d nicht in 
R 8m-2~(m)+’ in7tnersieret7, il’et7t7 y(m) 3 2. 3 t?7od 4. P?,,,(C) /ti,& sich nicl7t in RBm-2’(m)t2 
einbetten, ll’et7t7 y(m) = 3 tt7orl 4. 
Bcrveis. (i) folgt dirckt aus 4.4. Mit A(P?,,,(C)) = (- I)“‘2-‘“I %2,:’ 
Schwierigkeiten aus 4.3. 
i ) 
erhglt man (ii) ohne 
4.7. SATZ. (i)f',,(i() /ii_,& sic/r nicht in R sm-21(m’-3 immersierrn ur7d nicht in R8m-2’(m)-2 
cinbettet7. 
(ii) p,,,(K) lijpr sic17 nicht in R 8m- “(*“- ’ immersierctr, u’ettt7 g(n7) s 2 tnod 4, zind nicht in 
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R8”‘-2’fn’)-’ immersiererr, ~w7u I(W) E 0, 3 mod 4. P”,(K) liipr sich nichr in R8m-2z’m) ein- 
hem/l, ll’P1113 x(m) E 0 nd 3. 
(iii) Ist nz = 2’, daann Iti,& sich P,JK) nicht in Rum- irnmersiere/l. 
BeicC. (iii) ist ein Korollar aus dem Satz von Mahowald-Peterson in 4.5. iiber 
P,,,(K) gibt es ein kanonisches ,@(I)-Biindel rl mit x(&(q)) = 52 (vgl. [4] $3.5). Damit folgt 
der Rest des Satzes aus 4.4. 
Bemerkwg. Die vorstehenden S5tze iiber Einbettungen wurden von M. F. Atiyah 
und F. Hirzebruch in [4] bewiesen. Die Ergebnisse iiber Immersionen wurden zum groi3en 
Teil unter Benutzung von [4] von B. J. Sanderson und R. L. E. Schwarzenberger in [20] 
bewiesen. 4.7 (iii) ist ein Ergebnis von M. E. Mahowald und F. P. Peterson in [16]. 
$5. ANWENDUNGEN 2 
5. I. Fiir ein Polynom F(t) vom Grade n mit reellen Koeffizienten in der Unbestimmten 
t definieren wir das Differenzpolynom F’(t) = F(t + 1) - F(f) und rekursiv firjede natiirliche 
Zahl k : Fck’(t) = FckA1)(l + 1) - F(k-‘l(,). Statt F(t) schreiben wir such F(‘)(t). Hat F(I) 
die Eigenschaft, daf3 fiir jede ganze Zahl zi such F(u) eine ganze Zahl ist, dann l5Ot sich F(Z) 
schreiben in der Form 
(5.1) F(f) = a, (:I) +a”-,(,*: J +~~~+~,~+~o~ 
wo ak = FCk’(0) fir li = 0, I, . , , n ganze Zahlen sind. Es gilt: Fiir alle ganzen Zahlen K und 
alle nicht negativen ganzen Zahlen k ist F”‘(lc) durch 2k teilbar genau dann, wenn a, durch 
2k teilbar ist fir /C = 0, 1, . . . , II. 
SATZ. I3 sci F(t) ein Pol)xont mit reellen Koefjzienlen corn Grade n in der Unbestimmten 
t undfiirjecle ganze Zahl u utdjerle nicht negatice ganze Zahl k sei FCk’(u) eine hrrch 2k teilbare 
ganze Zahl. Dunn ist die durch G(M) = 2-” E 7 
( 1 
F(i) auf der Menge dcr nicht negatiren 
i=o 
ganren Zahlen clefjnierfe Funktion G Beschrtinkung ciner Funktion allf den reellen Zahlen von 
der Form 
(5.2) 
mit ganzzahligen b, = 2-kF(k’(0). 
Beweis. Zungchst bemerken wir, da8 mit F(t) such 2-kF(L’(t) die Voraussetzungen des 
Satzes erfiillt. Die Behauptung ist sicher richtig fir ein Polynom vom Grade 0. Wir nehmen 
an, dal3 sie fiir Polynome vom Grade n - 1 schon bewiesen sei, insbesondere also fir 
+F’(t). Man rechnet leicht nach, da13 fiir alle nicht negativen ganzen Zahlen A4 gilt: 
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Daraus folgt aber nach Induktionsvoraussetzung 
mit b. = 1 (w-“(o) 
Dac;;)=i,,:‘,)-i) 2k-1 2 
= $ Fk’ (0). 
und G(0) = b,, ergibt sich daraus die Behauptung. 
5.2. Es sei X wie in $4. Wir setzen zusatzlich voraus, dal3 die zweite Stiefel-Whitney- 
Klasse ,vr(X) von X Reduktion module 2 einer ganzzahligen Kohomologieklasse c1 E 
H’(X, Z) auftritt. Wenn eine Klasse c1 E H’(X, Z) fest gewahlt ist, so dal3 die Reduktion 
modulo 2 gerade Nap ergibt, so heil3t X eine c,-Mannigfaltigkeit (171 $4). In diesem Falle 
wird fiir X die totale Toddsche Klasse definieit durch 
Y(X) = ec1’2d(X). 
Wir kommen nun zum Studium von Immersionen in P,,(C). Es sei g das kanonische erzeu- 
gende Element von H*(P,,(C), Z), so da8 die totale Chernsche Klasse c(P,(C)) = (1 t g)“+’ 
ist. Wir beweisen den 
SATZ. Es sei X eine zusammenhiingende kompakte orientierte differenzierbare cl- 
Mannigfaltigkeit ohne Rand der Dimension 2n und d E N’(X, Z). Weiter sei 1 2 0 eine ganze 
Zahl, so da,8 d durch 2”’ teilbar ist. 
(i) Ist I 2 1 unc/ n durch 2’-’ teilbar und gibt es ein z E ch(X), so da0 s(z)/2’-’ eine 
ungerade ganze Zahl ist, so esistiert keine Immersion f: X-+ P2,-,(,)_,(C) mitf *(g) = d. 
(ii) Ist n durch 2’ teilbar undgibt es ein z E ch(X), so daJ3 s(z)/2’ eine ungerade ganze Zahl 
ist und ist n gerade oder z(n) = I mod 2, so existiert keine Immersion f: X-+ P2n_~~n~_,_1(C) 
mit f*(g) = d. 
Beweis. Wir nehmen an, da0 es eine Immersion f: X-+ P,,,(C) gibt mit f*(g) = d. 
Das durch f induzierte Biindel f*T(P,(C)) bezeichnen wir mit 5. Die erste Chernsche 
Klasse von 5 ist (m 
ginsche Klasse von 
(4.1) mit 6 = (m + 
+ I)d und die Reduktion modulo 2 ergibt 1v2(5) = 0. Die totale Pontrja- 
P,(C) ist (1 + g2)“+l. Das erlaubt uns, den Ausdruck es” n coshb,/4) in 
1 
l)d ZLI berechnen : 
e’m + 1 Id/-S 
ed/' + e-“l_l ,,I+ I 
2 
) = (edj2; lr” 
Mit b = d/2 erhalten wir aus 4.2, da < - T(X) als positiv vorausgesetzt ist, 
2-‘((1 + eb)m+lz(1!3ec~i2 2(X)}[X] = 2- ’ yi:(” : ‘) {z(‘~2)eibY(X)}[X] 
ist eine ganze Zahl. Statt {z(‘) e J (X)}[X] schreiben wir T(X, z(‘)eib). ihg- 
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Es sei aeH’(X,Z) mit d=2’+’ u, also b = 2’~. Wir betrachten nun T(X, ?k’eio) fir 
iestes i als Polynom in k, das ist das Hilbert-Polynom von X, das zu 2ia + c, und 2 geh6rt. 
Da mit z E c/z(X) such z@) E C/I(X) fiir jede ganze Zahl k, erhzlt man leicht aus dem Satz in 
$3.1, da0 dieses Polynom fiir k E Z ganzzahlige Werte annimmt. Daher 1gDt es sich schrei- 
ben in der Form (5.1) mit a, = s(z), und es ist 
2%!(43 + 4_,(,“,) + . . . + *+ u,y, + ng,, 
wo g1 eine ungerade und g2 eine gerade ganze Zahl ist. Als nschstes zeigen wir, da8 das 
Polynom F(i) = 2”n!T(X, z (1/2)ei”) in der Unbestimmten i die Voraussetzungen des Satzes 
in 5.1. erfiillt. Zu diesem Zweck untersuchen wir das Differenzpolynom F’(i) = 
2% !T(X, z(1/2)eio(eo - 1)) fiir ganzzahlige i. Nach R. Thorn [22] gehiirt zu der 2- 
dimensionalen ganzzahligen Kohomologieklasse a eine Untermannigfaltigkeit A von X. 
Wir bezeichnen die Einbettungsabbildung von A in X mit j und das Normalenbiindel von 
i mit v. Mit Satz 4.8.1 in [13] erhalten wir 
2((A) = j* ( 2(X> sinh(a/2) 42 ) ( = j* 2(X) 
r-“‘*(e” - 1) 
a ). 
Wegenj*(c, + a) = w,(A) mod 2 setzen wir 9(A) = ej*(CL+“)!2.~(A). Fiir x E H”-*(,I’, Z) 
gilt: j*(x)[A] = (x u u)[X]. Damit ergibt sich 
F’(i) = 2n(2”-‘(n - l)!T(A, j*(z)(‘;2)eii*(0))), 
und p-l(n _ l)!T(A,j*(z)(l/*)eij*(a)) f ist wieder eine ganze Zahl. Durch vollstgndige In- 
duktion beweist man so die Voraussetzung von 5.1 ii_ir F(i). 
Wir betrachten nun das Polynom H(i) = 2”n!T(X, z(‘/*)eib). Wenn 
2n-k(n - k)!T(X, z(“*)(e” - I)‘) 
eine ganze ZahI ist, dann ist 2n-k(n - R)!T(X, z(li2)(eb - I)‘) eine durch 2” teilbare ganze 
Zahl. Daraus sieht man wegen 
H”‘(O) = 2k (n ” k)! L-- (2711 - /C)!T(X, z(1’2)(eb - l)k)), 
dal3 H(i) die Voraussetzungen von 5.1 erfiillt und daB fiir die zugeh6rigen b, in (5.2) gilt: 
bk ist durch 2k’+’ teilbar fiir k 2 2, 
b, = n{2”-‘(0 - l)!T(X, zcl/*)(eb - 1)) ist durch 2’n teilbar, 
b, = s(z)gl + ng,, wo gl eine ungerade und g2 eine gerade ganze Zahl ist. 
Die letzte Gleichung liest man aus (5.3) fiir T(X, z@)) ab. 
Anwendung von 5.1 lieiert, da13 
I”+1 m+l 
i ‘g G(m + 1) = 2 & ( 
I 0 
i )T(X, z(“*)eib) 
eine ganze Zahl ist. Im Falle (i) he& das, da G(m + 1)/2’-’ ungerade ist, da13 2” mit 
u=m-2n+f+a(n)- 1 multipliziert mit einer ungeraden Zahl eine ganze Zahl ist. Das 
liefert fiir m = 2n - I - a(n) einen Widerspruch. Im Falle (ii) ist G(m + 1)/2’ = gerade 
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Zahf + n(m + 1) ganx Zuhl + ungerade Zuhl mit m = 2n - I- x(n) - 1 eine ungerade Zahl. 
Das ergibt ebenfalls einen Widerspruch. 
Bemerkung, Der Beweis zeigt, dai3 die Aussage des vorhergehenden Satzes richtig 
bleibt, wenn man iiberall P,(C) durch P,(C) x S’ ersetzt. Mit tl= 0 erhglt man die Ergeb- 
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